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Abstract: DieseArbeit ist in der TheoretischenInformatik positioniert, und zwar
in denFachgebietenKomplexitätstheorie,mathematischeLogik undDatenbanktheo-
rie. Die Arbeit bescḧaftigt sich mit der Ausdruckssẗarke der Logik ersterStufeauf
Strukturenmit eingebautenPrädikatenwie z.B. lineareOrdnung,Addition undMul-
tiplikation. Die Hauptergebnisselassensich dendrei Teilbereichen

”
Arithmetik und

Zählquantoren“ ,
”
die CraneBeach-Vermutung“ und

”
Kollaps-Resultatein derDaten-

banktheorie“ zuordnen.Ziel deshier vorliegendenArtikels ist, einenEinblick in die
FragestellungenundErgebnissezudiesendrei Themenkreisenzugeben.

1 Einleitung

In derKomplexitätstheoriewird dieSchwierigkeiteinesProblems̈ublicherweisedurchden
Zeit- oderPlatzbedarfgemessen,derben̈otigt wird umdasProblemaufeineridealisierten
Rechenmaschine,z.B.derTuringmaschine,zulösen.FaginsbahnbrechendeArbeit [Fa74]
hat dieseBerechnungskomplexität mit der Beschreibungskomplexität in Verbindungge-
bracht,d.h.,mit derKomplexität bzw. derReichhaltigkeit einerformalenSprache,in der
dasjeweiligeProblembeschriebenwerdenkann.Mittlerweile ist esgelungen,diemeisten
Komplexitätsklassenauf solch deskriptive Art zu charakterisieren,und zwar durch Be-
schreibungssprachen,die ErweiterungenderLogik ersterStufesind. SohatzumBeispiel
Fagingezeigt,dasseinProblemgenaudannin Polynomialzeitaufeinernichtdeterministi-
schenTuringmaschinelösbarist, wennesdurcheineFormelderexistentiellenLogik zwei-
ter Stufebeschriebenwerdenkann(kurz: NP ������ ). ImmermanundVardi zeigtenauf,
dass(auf geordnetenendlichenStrukturen)die KlasseP aller auf einerdeterministischen
Turingmaschinein PolynomialzeitlösbarenProlemegenaudieKlasseallerdurchFormeln
derkleinstenFixpunktLogik beschreibbarenProblemeist (kurz: P � FO� LFP� ). Ein wei-
teresBeispiel einerdeskriptiven CharakterisierungeinerKomplexitätsklasseist Immer-
mansResultat,dassdie KlasseLOGSPACE aller auf logarithmischemPlatzauf einerde-
terministischenTuringmaschinelösbarenProblemedurchFormelnderdeterministischen
TransitiveClosure Logik beschriebenwerdenkann (kurz: LOGSPACE � FO� DTC� ).
Einenumfassenden̈UberblickübersolchedeskriptivenCharakterisierungenvonKomple-
xitätsklassengibt z.B. dasLehrbuch[Im99].

EineGemeinsamkeit all dieserdeskriptivenCharakterisierungenvonKomplexitätsklassen
ist, dasssiebestimmteErweiterungenderLogik ersterStufebenutzen,dieausdrucksstark



genugsind um zumindest(a) zu zählen,wie viele Elementeeine gegebeneMengehat
und (b) arithmetischeOperationenwie Addition und Multiplikation auszuf̈uhren. Diese
FähigkeitendesZählensund desAusführensvon arithmetischenOperationenhelfender
jeweiligenLogik dabei,Berechnungenzu beschreiben,die von Maschinenmit bestimm-
tenBeschr̈ankungenderZeit- oderPlatzressourcendurchgef̈uhrtwerdenkönnen.
Andererseitssiehtmanleicht,dassdiepureLogik ersterStufefür sichgenommenaufge-
ordnetenendlichenStrukturenviel zu ausdrucksschwachist um

”
richtige“ Berechnungen

zu beschreiben.Hier stellt sich auf naẗurliche Weisedie folgendeFrage: Was passiert
wennmandie Ausdruckssẗarkeder Logik ersterStufedadurch erweitert,dassman(a) die
Fähigkeit desZählensoder(b) bestimmtearithmetischePrädikatehinzuf̈ugt?
Im vorliegendenArtikel wird untersucht,unterwelchenUmsẗandensolcheErweiterun-
gentats̈achlichdieAusdruckssẗarkederLogik ersterStufevergrößern,undumgekehrt,für
welcheArt von ProblemensolcheErweiterungenderLogik ersterStufekeinezus̈atzliche
Ausdruckskraftverleihen. Die hier vorgestelltenResultatekönnenin die folgendendrei
Themenbereicheunterteiltwerden:

1. PureArithmetik und Zählquantoren:
Hier werdenrein arithmetischeStrukturen,beispielsweisedie naẗurlichenZahlenmit li-
nearerOrdnungundAddition, betrachtet.Die grundlegendeFrageist: Vergrößernzus̈atz-
licheZählquantorentats̈achlich die Ausdruckssẗarke der Logik ersterStufeauf rein arith-
metischenStrukturen? Aus der in Kapitel 3 vorgestelltenAntwort auf dieseFragefolgt
u.a.eineinfacherBeweisdesResultatsvonRuhl,dassErreichbarkeit undZusammenhang
von endlichenGraphennicht in derLogik ersterStufemit unärenZählquantorenundein-
gebauterAddition ausdr̈uckbarsind.

2. Die Crane Beach-Vermutung:
Hier werdenWortsprachenbetrachtet,die einenneutralenBuchstabenhaben,d.h.,einen
Buchstaben,der in jedemWort eingef̈ugt oder gelöschtwerdenkann,ohnedessenZu-
geḧorigkeit zur Sprachezu ändern.Die grundlegendeFrageist: Vergrößernzus̈atzliche
arithmetische Prädikatetats̈achlich die Fähigkeit der Logik erster Stufe, Sprachenmit
neutralemBuchstabenzu beschreiben? DieseFragestehtin engemZusammenhangzu
Uniformitätsmaßenfür die SchaltkreiskomplexitätsklasseAC� : Die Antwort auf obige
Frageist genaudann

”
ja“ , wenneinebestimmteuniformeVersionderSchaltkreiskomple-

xitätsklasseAC� Sprachenmit neutralemBuchstabenentḧalt, die nicht sternfrei-regulär
sind. ThériensVermutung,dassobigeFragestetsmit

”
nein“ beantwortet werdenkann,

wurdeunterdemNamenCraneBeach-Vermutungbekannt.In Kapitel 4 werdensowohl
positivealsauchnegativeInstanzenderCraneBeach-Vermutungvorgestellt.

3. Kollaps-Resultatein der Datenbanktheorie:
Hier werdenDatenbankenbetrachtet,die in eineKontextstruktureingebettetsind,die aus
einerunendlichenMengevonpotentiellenDatenbankelementensowie auseinerReihevon
eingebautenarithmetischenPrädikatenbesteht.In dervorliegendenArbeit werdensoge-
nannte � -generische Anfragenbetrachtet,d.h. Datenbankanfragen,derenErgebnisnur
vonderrelativenOrdnungdereinzelnenDatenbankelementeuntereinanderabḧangt,nicht
abervonderenKonstellationin BezugaufdierestlicheneingebautenPrädikate.Diegrund-



legendeFrageist: Vergrößernzus̈atzlicheeingebautePrädikatetats̈achlich die Fähigkeit
der Logik erster Stufe, � -generische Anfragen auszudr̈ucken? Man spricht von einem
Kollaps-Resultat, wenndie Antwort auf obigeFrage

”
nein“ ist. Die meistenbisherbe-

kanntenKollaps-Resultatefür � -generischeDatenbankanfragenbeschr̈anktensichaufdie
KlassederendlichenDatenbanken. Nun kannallerdingseineDatenbankrelation,die un-
endlich vieleTupelentḧalt, ducheinenAlgorithmusrepr̈asentiertwerden,derbeiEingabe
einesbeliebigenTupelsermittelt, ob dasTupel zur Datenbankrelationgeḧort odernicht.
In Kapitel 5 werden,mit derMethodedesEhrenfeucht-Fräısśe-Spiels,Kollaps-Resultate
auchfür solcheunendlichenDatenbankengezeigt.

Ziel desvorliegendenArtikelsist, einenÜberblicküberdieFragestellungenunddiewich-
tigstenErgebnissederDissertation[Sc01] zu geben.Der RestdiesesArtikels ist folgen-
dermaßenaufgebaut:In Kapitel 2 werdeneinigegrundlegendeBegriffe erklärt. Kapitel 3
bescḧaftigt sichmit purerArithmetik undZählquantoren.Kapitel4 handeltvonderCrane
Beach-Vermutung.In Kapitel 5 gehtesumKollaps-Resultatein derDatenbanktheorie.
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2 GrundlegendeNotationen

	
, 
 und � bezeichnendie Mengender ganzenZahlen,der rationalenZahlenund der

reellenZahlen. ��
 ��������������������� ist die Mengeder naẗurlichen Zahlenund � ��! die
MengederpositivennaẗurlichenZahlen. Für eineMenge " undein festes#%$&� ��! ist"('�
 �)� �+* � ������� * ' �,
-* � ������� * ' $." � die Mengealler # -Tupel über " . Eine # -
stelligeRelationüber " ist eineTeilmengevon "/' .

Struktur en

Eine Signatur 0 bestehtausKonstantensymbolenund Relationssymbolen;jedesRelati-
onssymbol12$-0 hateinefesteStelligkeit ar �+13�4$5� ��! .
Eine 0 -Struktur 6 ��7 " � 0�849 bestehtauseinerbeliebigenMenge " , die alsdasUniver-
sumvon 6 bezeichnetwird, und einerListe 0�8 , die für jedesKonstantensymbol:-$;0
ein Element :�8<$&" und für jedesRelationssymbol1=$>0 eineRelation 138@?." ar ACBED
entḧalt.

2.1Beispiele. (a) Sei 0�F,
 �2��G-� die Signatur, die auseinemeinzigenzweistelligenRe-
lationssymbolG besteht.DasLiniennetzderDeutschenBahnkannmanalsfolgende



0 F -Struktur6 Bahnauffassen:DasUniversumvon 6 BahnbestehtausallenSẗadtenamen,
unddie Relation G 8 Bahn bestehtausallenSẗadtetupeln�+H � � H�I�� , für dieeseineDirekt-
verbindungvon Stadt H � zuStadt H�I gibt.

(b) Sei 0KJL
 �)�M�����N� � �POQ� die Signatur, die ausdenzwei Konstantensymbolen� und� , demzweistelligenRelationssymbol� und demdreistelligenRelationssymbolO
besteht.Die 0KJ -Struktur RS
 �T7 � �U� J ��� J � � J �PO J 9 wird auchalsdie Presburger
Arithmetikbezeichnet,wobei � J und � J die naẗurlichenZahlen � und � sind, � J
die lineareOrdnungauf � ist und O J ausallenTripeln �+* ��VM� :��4$-�XW besteht,für die* O&V4� : gilt. Y

Die Logik erster Stufe

In diesemAbschnittwird einesehrknappeDefinitionderLogik ersterStufegegeben;eine
detaillierteEinführungin dieLogik ersterStufefindetsichz.B. in demLehrbuch[EFT96].
Sei 0 eineSignatur. Wir benutzenZ � � Z I ����� als Variablensymbole.Atomare 0 -Formeln
sindvon derForm [ � � [ I und 1\�][ � ������� [ ' � , wobei [ � ������� [ ' Konstantensymboleaus 0
oderVariablensymbolesind, 1 einRelationssymbolaus0 und # dieStelligkeit von 1 ist.
Eine 0 -Formel der Logik erster Stufe(kurz: FO�]0^� -Formel1) wird ausdenatomaren0 -
Formeln mittels der BooleschenVerknüpfungen _ (Negation), ` (logisches

”
und“ ), a

(logisches
”
oder“ ), demExistenzquantorb und demAllquantor c aufgebaut.D.h.: Je-

deatomare0 -Formel ist aucheineFO�]0^� -Formel,undsindFO�]0^� -Formeln d und e und
einVariablensymbol[ gegeben,sosindauchdiefolgendenFormelnFO�]0^� -Formeln: _Xd ,d-`fe , dgahe , bi[�d und cj[id .
Die freienVariableneinerFO�]0^� -Formel d sinddieVariablensymbole,die in d außerhalb
desWirkungsbereichseinesQuantorsb oder c vorkommen.Vereinfachtschreibenwir oftdk�][ � ������� [mlU� um anzuzeigen,dass[ � ������� [ml die freien Variablenvon d sind. Sind eine0 -Struktur 6 �n7 " � 0�8k9 sowie Elemente* � ������� * l ausdemUniversumvon 6 gegeben,
sosagenwir

”
6 erfüllt dk�o* � ������� * l � “ undschreiben

”
6qp � dk�o* � ������� * l � “ , fallsdieFormeld wahrwird, wennmanjedesSymbolaus 0 mit seinerBelegungaus 0�8 undjedesfreie

VorkommenderVariablen[ � ������� [ l mit denElementen* � ������� * l interpretiert.

2.2 Beispiel. Sei 0�F �r�MG-� die SignaturausBeispiel 2.1.(a),sei 6 Bahn die Struktur,
die dasLiniennetzderDeutschenBahnrepr̈asentiert,undsei d 1 s Umsteigen �oZ � [�� die durchG �oZ � [��taub�v G �oZ � vi�w` G �ov � [�� gegebeneFO-Formel. Für beliebigeSẗadte H � und H I
gilt: 6 Bahn p � d 1 s Umsteigen �xH � � H I � genaudann,wennesmöglich ist, von H � nach H I zu
reisenunddabeihöchstenseinmalumzusteigen. Y
EingebautePrädikate

In FormelnderLogik ersterStufekanneineingebautesPrädikatbenutztwerdenalsein y -
stelligesRelationssymbol,daseinefesteInterpretationhat,dieunabḧangigvonderjeweils
betrachtetenkonkretenStrukturist, in derdie Formelausgewertetwird.

1FOstehtfür die englischeBezeichnung
”
first-order logic“ derLogik ersterStufe



2.3Definition. Sei yh$g� ��! .
Ein y -stelliges eingebautesPrädikat z auf einemUniversum { ist eine feste y -stellige
Relationüber { , d.h., z|?>{4} .
Ein y -stelligeseingebautesPrädikat z auf Anfangssẗuckenvon � hat für jedes ~�$>�
einefesteInterpretation z��,? �N�N������� ~ � } . Y
TypischeBeispielefür eingebautePrädikateauf demUniversum� sind daszweistellige
Prädikat � , dasalle Tupel �o* ��V � mit *�� V entḧalt, die dreistelligenPrädikateO und � ,
diealleTripel �o* �UVM� :�� mit * O\V�� : bzw. *�� V�� : enthaltenunddaszweistelligePrädikat
Bit, dasausallenTupeln �o* �UV � besteht,für die gilt, dassdas V -te Bit derBinärdarstellung
von * eine � ist. Auf Anfangssẗuckenvon � werdendiesePrädikateentsprechendeinge-
schr̈ankt,sodassz.B. O � ausallenTripeln �+* ��VM� :��4$ ����������� ~ � W mit * O�V�� : besteht.

3 Arithmetik und Zählquantoren

In diesemKapitelwerdendiereinarithmetischenStrukturen7 � � �(9 , 7 � � � ��O 9 und 7 � � � �O�� ��9 betrachtet.Wir erweiterndieLogik ersterStufeum sogenannteZählquantoren:
Sei 0 eineSignaturmit 0�? � � �PO�� � � . Die 0 -FormelnderLogik ersterStufemit unären
Zählquantoren (kurz: FOunC�]0^� -Formeln)erḧalt mangenausowie die FO�]0^� -Formeln,
mit demZusatz,dassaußerdenQuantorenb und c auchnochunäreZählquantorender
Form b�����[ zugelassensind. D.h.: Ist d eine FOunC�]0^� -Formel mit freien Variablen[ � v � ������� v l , so ist b�����[kd eineFOunC�o0^� -Formelmit denfreienVariablenZ � v � ������� v l .
Für naẗurliche Zahlen * �K� � �������K� l gilt: 7 � � 0i�X9�p ��� b�����[ d����o* �K� � �������K� l � genaudann,
wennesgenau* verschiedenenaẗurlicheZahlenV gibt, sodass7 � � 0���9�p � dk� Vm�K� � �������U� l � .
Analogkannmanfür jedeZahl yf$5� ��! dieKlassederFOy -aryC�o0^� -Formelndefinieren,
indemmanZählquantorenderForm b�����[ � ������� [ } d zulässt,dieerlauben,dieAnzahldery -Tupelzuzählen,für diedie Formel d wahrwird.
HinsichtlichderAusdruckssẗarkedieserLogikenergibt sichin [Sc01] folgendesBild:

FOA]���+�X��s�D � FOunCAo���+�X�Ps�D � FO} -aryCA]���+��D�� }4� I�
FOA]���x��D � FOunCA]���+��D � FOunCA]�jD�

FOA]�jD
Abbildung1: Die Ausdruckssẗarke derLogik ersterStufemit undohneZählquantorenaufreinarith-
metischenStrukturenmit Universum� . EinesenkrechteLinie bedeutet,dassdieobereFormelklasse
einegrößereAusdruckssẗarke besitztalsdieuntereFormelklasse.

Dasdarunterwohl interessantesteneueResultatist, dassdieLogik ersterStufeüber 7 � � � �O 9 ausdrucksstarkgenugist, um sämtlicheunärenZählquantorenzusimulieren,d.h.:



3.1Theorem(FOunC ���g m¡-¢3£ FO ���g m¡g¢ auf � ).
Zu jeder FOunC�¤� �PO � -Formel d mit freienVariablen [ � ������� [�l gibt eseineFO�¤� ��O � -
Formel e mit freienVariablen [ � ������� [ml , sodassfür alle natürlichenZahlen* � ������� *Nl gilt:7 � � � ��O 9¥p � dk�+* � ������� * l � genaudann,wenn 7 � � � ��O 9�p � e/�o* � ������� * l � . Y
DiesesResultatlässtsichauchauf Anfangssẗucke von � übertragen,dasheißt: Zu jeder
FOunC�¤� �PO � -Formel dk�][ � ������� [mlP� gibt eseineFO�¤� ��O � -Formel e/�][ � ������� [mlU� , so dass
für allenaẗurlichenZahlen ~ undalleZahlen * � ������� *Nl�$ �N�N������� ~ � gilt:7¦����������� ~ �N� � ��O 9 p � dk�o* � ������� *NlU� genaudann,wenn 7¤�N��������� ~ ��� � ��O 9 p � e§�o* � ������� *NlU� .
UnterAnwendungvon Theorem3.1 erḧalt man(a) eineneinfachenBeweisdesResultats
von Ruhl [Ru99], dassErreichbarkeit und Zusammenhangvon endlichenGraphennicht
in derLogik ersterStufemit unärenZählquantorenundeingebauterAddition ausdr̈uckbar
sind, und (b) einenBeweis dafür, dassdie CraneBeach-Vermutungu.a. für FOunC�¨� �O�� ��� falschist.

4 Die Crane Beach-Vermutung

Die CraneBeach-Vermutungist nachdemOrt benannt,an demsie erstmalsformuliert
(und teilweiseauchbewiesen)wurde,und zwar CraneBeach,St. Philip, Barbados.Um
die Vermutungpräzisewiedergebenzu können,ben̈otigenwir einigeweitereNotationen:
Ein Wort übereinemendlichenAlphabetA ist eineendlicheZeichenkette,dieausBuchsta-
benausA gebildetist. Wir schreibenA © umdieMengeallersolchenWortezubezeichnen.
EineWortsprache(oderkurzSprache) ist eineTeilmengevonA © . Um WortedurchStruk-
turenzurepr̈asentierenbenutzenwir dieSignatur� � ��ª 0 A, wobei 0 A für jedenBuchstaben
a $ A einunäresRelationssymbol« a entḧalt. JedesWort ¬ � ¬ � �����¤¬ � $ A © derLänge~ wird repr̈asentiertdurchdie � � � �^ª 0 A � -Struktur 7 ¬ � �(94
 �|7¤�N��������� ~ ��� � � 0�­A 9 , wobei0�­A die Liste derRelationen«�­a 
 ����® $ �N�N������� ~ � 
�¬�¯ � a � ist, für allea $ A. Das
heißt,dasUniversumvon 7 ¬ � �(9 bestehtausallenPositionenin ¬ , unddieAussage« a � ® �
ist für einePosition® genaudannwahr, wennan ® -terPositionin ¬ derBuchstabea steht.
MankannnunFO�¨� � 0 A � -Formelnbenutzenum Aussagen̈uberWorteausA © zumachen.
EinerFormel d , die keinefreienVariablenhat,ordnenwir die Wortsprache°(�od�� zu, die
ausdenjenigenWorten ¬)$ A © besteht,für die gilt 7 ¬ � �(9�p � d ; hier sagenwir auch

”
dieFormel d beschreibt dieWortsprache°(�od�� “ . Um mehrWortsprachendurchFormeln

beschreibenzukönnen,kannmanzus̈atzlicheeingebautePrädikatezulassen.

4.1 Beispiel. Die Wortsprache° � 
 �±� a ² b ' 
/³´$&� ��! � #%$&� � lässtsich durchdie
FO�¨� � 0 A � -Formel d � 
 � biZ�e � �oZµ� beschreiben,wobei e � �]Zj��
 � cj[(�][j��Zt`¶« a �][��K��a�][ � ZQ`-« a �][��K��a·�]Z���[3`-« b �][��¨� .
Die Sprache° I 
 �u� a ² b ² 
4³¸$�� ��! � lässtsichdurchdie FO�¨� ��O�� 0 A � -Formel d I 
 �biZ�¹�e � �]Zj��`-b�v��oZ O Z � v/`tcj[(�][j��v(ah[ � v��K�¤º beschreiben. Y
Esist seitlangembekannt,dassmanmit FO�¨� � 0 A � -Formelngenaudiesternfreiregulären
Wortsprachenbeschreibenkannund dassdie Sprache°�I ausBeispiel4.1 nicht regulär



ist. Beispiel4.1zeigtalso,dasszus̈atzlicheeingebautePrädikatedie Ausdruckssẗarkeder
Logik ersterStufewirklich vergrößernkönnen.— Manweißsogar, dassfür jedebeliebige
Menge » ¼K½¾�¿ von eingebautenPrädikatendie FO�¨� � »�¼U½¾�¿ � 0 A � -Formelngenaudiejenigen
Wortsprachenbeschreibenkönnen,diezur

”
» ¼ ½¾�¿ -uniformen“ VersionderSchaltkreiskom-

plexitätsklasseAC� geḧoren. Andererseitsist bekannt,dassdie sehreinfache,unterdem
NamenPARITY bekannteSprache � ¬À$ � a � b � ©Á
 dieAnzahlderas in ¬ ist gerade�
nochnichteinmalzurnicht-uniformenVersionvonAC� geḧortunddaherauchnichtdurch
FO�¨� � »�¼ ½¾�¿ � 0 A � -Formelnbeschreibbarist. Eine Ursachehierfür ist, dassder Buchstabe
b ein für die SprachePARITY neutraler Buchstabeist, d.h., dassman durch Einfügen
oderLöschenvon bs in einemWort aus � a � b � © nicht dessenZugeḧorigkeit bzw. Nicht-
zugeḧorigkeit zur Sprachëandernkann. SokannzumBeispielauchdasLeerzeichenals
neutralerBuchstabefür LATEX-Codesowie für die meistenProgrammiersprachenaufge-
fasstwerden. In Analogiezur Nicht-Beschreibbarkeit von PARITY formulierteThérien
die folgendeVermutung:

4.2Definition (Crane Beach-Vermutung).
Sei »�¼K½¾�¿ eineMenge von eingebautenPrädikatenund sei F eineFormelklasse(z.B.FO
oder FOunC). Die CraneBeach-Vermutungfür F �¤� � »�¼K½¾�¿ � ist genaudannwahr, wenn
für jedesAlphabetA undjedeSprache °Â? A © , die einenneutralenBuchstabenhat, gilt:
Falls ° durch eine F �¨� � » ¼K½¾U¿ � 0 A � -Formel beschreibbar ist, so kann ° auch durch eine
F �¨� � 0 A � -Formelbeschriebenwerden. Y
Übersetztin dieTerminologiederSchaltkreis-KomplexitätstheoriebesagtdieCraneBeach-
Vermutungfür FO�¨� � » ¼K½¾U¿ � , dassalle zur »�¼K½¾�¿ -uniformenVersionvon AC� geḧorigen
Sprachenmit neutralemBuchstabensogarsternfreiregulärsind.

Ein Hauptresultatin [Sc01] ist, dassdie CraneBeach-Vermutungfür FO�¤� �PO�� « �¨Ã�Ä]ÅÇÆÇÈ �
wahr ist, wobei « einebestimmte,unendlichgroßeMengevon naẗurlichenZahlenundÃ�ÄoÅÉÆCÈ die Liste aller Teilmengenvon « ist. Als weiterespositivesResultatwird gezeigt,
dassfür jedeMenge »�¼K½¾�¿ von eingebautenPrädikatendie CraneBeach-Vermutungfür
BC � EFO���¨� � » ¼K½¾U¿ � wahr ist, wobei BC � EFO� die Einschr̈ankungder Logik ersterStufe
auf BoolescheKombinationenvon rein existentiellenFormelnist. Der Beweisdieserbei-
denResultatewird mit der MethodedesEhrenfeucht-Fraı̈sśe Spiels(siehez.B. [Im99])
geführt,undzwar indemeineGewinnstrategie für einenderbeidenSpielerin einem

”
ein-

fachen“ Spiel (d.h. in einemSpiel, in demmandie Prädikateaus » ¼ ½¾U¿ ignorierenkann)
übersetztwird zu einerGewinnstrategie in einem

”
schwierigen“ Spiel (in demauchdie

Prädikateaus» ¼ ½¾U¿ ber̈ucksichtigtwerdenmüssen).

Andererseitssind aucheineReihevon negativenInstanzender CraneBeach-Vermutung
bekannnt. So konnteImmermanbeispielsweisezeigen,dassdie Vermutungfür FO�¨� �O�� ��� falsch ist, d.h., esgibt eineSprache° mit neutralemBuchstaben,die durcheine
FO�¨� ��O�� ��� -Formelbeschriebenwerdenkann,nicht jedochdurcheineFO�¤�(� -Formel.
UnterBenutzungvon Theorem3.1 wird in [Sc01] gezeigt,dassdie CraneBeach-Vermu-
tungfür FOunC�¨� � »�¼U½¾�¿ � genaudannfalsch ist, wennmanmit Hilfe derPrädikatein »�¼K½¾�¿
eineMengevon naẗurlichenZahlenbeschreibenkann,die nicht semi-linearist. Dieshat
z.B. zur Folge,dassdie Vermutungfür FOunC�¤� �PO�� ��� undfür FOunC�¤� � «¥� falschist
(wobei « die obenerwähnteMengeist, mit der die Vermutungfür FO�¤� �PO�� « �¨Ã�Ä]ÅÇÆÇÈ �



wahrist).

In ihrer urspr̈unglichen,uneingeschr̈anktenundvon ImmermanfalsifiziertenVersionbe-
sagtedie CraneBeach-Vermutung,dassbereitsFO�¤�(� -Formelnausreichenum alle Spra-
chenmit neutralemBuchstabenzubeschreiben,diemit beliebigeneingebautenPrädikaten
in derLogik ersterStufebeschreibbarsind. Ein Resultataus[Sc01] zeigtdasAusmaß,in
demdieseVersionderCraneBeach-Vermutungfalschist: Esgibt keineabz̈ahlbareMen-
ge »�¼ ½¾�¿ von eingebautenPrädikatenundkeineabz̈ahlbareErweiterungF derLogik erster
Stufe, so dassmandurchF �¤� � »�¼ ½¾�¿ � -Formelnalle Sprachenmit neutralemBuchstaben
beschreibenkann, die mit beliebigen eingebautenPrädikatenin der Logik ersterStufe
beschreibbarsind.

5 Kollaps-Resultatein der Datenbanktheorie

RelationaleDatenbanken werdenin der Datenbanktheorieoft als relationaleStrukturen
übereinemfesten,möglicherweiseunendlichenUniversum{ modelliert(siehez.B. das
Lehrbuch[AHV95]). EineDatenbank̈uber { kannalsoalseine 0 -Struktur 6 �<7 { � 0�8(9
aufgefasstwerden,wobei 0 eineSignaturist, die ausendlichvielen Relationssymbolen
besteht.Der aktiveDomainvon 6 , kurz: adom�+6Q� , ist die Mengealler Elementeaus { ,
die zu mindestenseinemTupelgeḧoren,dasin einerderRelationenaus 0�8 liegt. Somit
ist { die Mengealler potentiellenDatenbankelemente,währendadom�o6�� die Mengeder
Elementeist, die tats̈achlich in der Datenbank6 vorkommen.Eine Datenbankwird als
endlich bezeichnet,falls ihr aktiverDomainendlichist.

EineBoolescheAnfrage « ist eineAnfrage,diejederDatenbank6 eine
”
Antwort“ «t�+6Q�4$� ja � nein� zuordnet.Ein Beispielfür eineBoolescheAnfrageist dieAnfrage « PARITY :

”
Ist

die AnzahlderElementeim aktivenDomaingerade?“ . Analogkannmanauch y -stellige
Anfragen « betrachten,die jederDatenbank6 eine y -stelligeRelation «Ê�o6Q�Q?|{ } zu-
ordnen.Der Einfachheithalberwerdenim FolgendenausschließlichBoolescheAnfragen
betrachtet,alleerwähntenErgebnissegeltenaberanalogauchfür y -stelligeAnfragen.Als
Anfragesprachewerdenwir hier die Logik ersterStufebetrachten,die allgemeinals der
relationaleKernderDatenbankanfragespracheSQL angesehenwird.

Im Bereichder Constraint Datenbanken (siehe[KLP00]) betrachtetmanDatenbanken,
die in eineKontextstruktureingebettetsind,die ausdemUniversum{ aller potentiellen
Datenbankelementesowie zus̈atzlicheneingebautenPrädikatenauf { besteht.Als solche
Kontextstrukturenwerdenz.B. 7 � � � ��O 9 oderauch 7 � � � ��O�� ��9 genutzt.Datenbankan-
fragen,die in derLogik ersterStufeformuliertsind,könnennunaußeraufdieDatenbank-
relationenaus 0 auchauf die eingebautenPrädikateder Kontextstrukturzugreifen. Die
NutzungsolchereingebautenPrädikatekanndie Ausdruckssẗarke der Logik ersterStufe
enormerhöhen.Beispielsweiseist bekannt,dassobigeAnfrage « PARITY in derLogik erster
Stufeausgedr̈uckt werdenkann,falls die Datenbankin die Kontextstruktur 7 � � � �PO�� ��9
eingebettetist, nichtaberfallsausschließlichaufdieDatenbankrelationenin 0 zugegriffen
werdenkann.

Zumeistverlangtman,dasseineAnfragegenerisch ist, d.h., dasssie auf
”
identischen“



Datenbanken,unabḧangigvon derenkonkreterRepr̈asentation,auchidentischeErgebnis-
se liefert. Wann genauzwei Datenbanken als identischangesehenwerden,hängt vom
jeweiligen Anwendungskontext ab. Im Bereichder räumlichenDatenbanken, in denen
die Datenbanken in einelinear geordneteKontextstruktureingebettetsind, werdenzwei
Datenbanken 6 �q7 { � 0�8§9 und Ë ��7 { � 0�ÌX9 z.B. genaudannals

”
identisch“ angesehen,

wennsie � -isomorphsind. Falls dasKontextuniversum{ ausderMengedernaẗurlichen
Zahlenbesteht,bedeutetdies,dasseseineordnungserhaltende,bijektive Abbildung von
adom�o6Q� nachadom�+Í�� gibt, die die Relationenvon 6 auf die Relationenvon Ë abbil-
det. Falls dasKontextuniversumausdenreellenZahlenbesteht,bedeutetes,dasseseine
ordnungserhaltende,bijektiveAbbildungvon � nach� gibt, diedieRelationenvon 6 auf
dieRelationenvon Ë abbildet.
EineBoolescheAnfragewird nunals � -generisch bezeichnet,fallssieauf � -isomorphen
DatenbankenidentischeErgebnisseliefert. Beispielsweiseist die obenerwähnteAnfrage« PARITY � -generisch.
Analog zur CraneBeach-Vermutungstellt sich nun folgendeFrage:GegebeneineKon-
textstruktur 7 { � � � »�¼K½¾�¿ 9 undeineKlasseÎ vonDatenbankenüber { , kannFO�¤� � » ¼K½¾�¿ �
mehr � -generischeAnfragenbeschreibenals FO�¨�(� — oder gibt es umgekehrt zu je-
derFO�¨� � » ¼ ½¾U¿ � 0^� -Formel d eineFO�¨� � 0^� -Formel e , dieaufallenDatenbankenausÎ
äquivalentzu d ist?Falls letzteresderFall ist, sosprichtmanvoneinemKollaps-Resultat;
genauersagt man

”
die Kontextstruktur 7 { � � � » ¼ ½¾U¿ 9 erlaubt den natürlich-generischen

Kollapsfür FO auf der DatenbankklasseÎ “ . Im Falle derGültigkeit einessolchenKol-
lapseskönntemanbeispielsweisedemNutzererlauben,zureinfacherenFormulierungsei-
nerDatenbankanfragediePrädikatein »�¼ ½¾�¿ zuHilfe zunehmenunddannautomatischdie-
seFO�¨� � » ¼ ½¾U¿ � -Anfragein eineäquivalenteundeffizientauszuwertendeFO�¤�(� -Anfrage
umwandeln.
Einen umfassenden̈Uberblick über solchenaẗurlich-generischenKollaps-Resultatefür
die Klassealler endlichen Datenbanken findet man z.B. in [KLP00]. Nun kann aller-
dings eine Datenbankrelation,die unendlich viele Tupel entḧalt, duch einenAlgorith-
musrepr̈asentiertwerden,der bei EingabeeinesbeliebigenTupelsermittelt, ob dasTu-
pel zur Datenbankrelationgeḧort oder nicht. Daherwäre es wünschenswert,Kollaps-
Resultateauchfür unendliche Datenbanken zu erzielen. Die meistenbisherbekannten
MethodenzumNachweisvonKollaps-ResultatennutzenjedochganzwesentlichdieEnd-
lichkeit der betrachtetenDatenbanken. In [Sc01] wird die Methodeder Übersetzung
vonGewinnstrategienim Ehrenfeucht-Fraı̈sśe Spielvorgestelltundgenutzt,um Kollaps-
Resultateauchfür unendlicheDatenbankenzu erzielen.Esstellt sichsogarheraus,dass
der naẗurlich-generischeKollaps genaudann gilt, wenn die Übersetzungvon Gewinn-
strategien im Ehrenfeucht-Fräısśe Spiel möglich ist. Mittels dieserMethodewird bei-
spielsweisegezeigt,dassdie Kontextstrukturen7 � � � �¤Ã Ä]ÅÉÆ 9 und 7 � � � ��O�� « �¤Ã Ä]ÅÉÆ È 9 den
naẗurlich-generischenKollaps für FO auf der Klassealler beliebigen Datenbanken er-
lauben. Hierbei bestehtÃ�ÄoÅÉÆ ausallen Teilmengenvon � , « ist die bereitsin Kapitel 4
erwähnteunendlichgroßeMengevon naẗurlichen Zahlen,und Ã�Ä]ÅÇÆCÈ bestehtausallen
Teilmengenvon « .
DieseKollaps-ResultatelassensichvomKontextuniversum� auchaufdasKontextuniver-
sum � übertragen,sodassmanfolgendesErgebniserḧalt: Die Kontextstrukturen7 � � � �Ã�ÄoÅÉÆ 9 und 7 � � � ��O�� « �¤Ã�ÄoÅÉÆ È � 
 � 	 �¤Ï ¼¦ÐMÑmÑ Ä]Ò 9 erlaubendennaẗurlich-generischenKollaps



für FO auf der Klassealler � -einbettbaren Datenbanken. Hierbei bestehtÃ�Ä]ÅÇÆ ausallen
Teilmengenvon � und Ï ¼¦ÐMÑmÑ Ä]Ò ausallenTeilmengenvon � , diebez̈uglich O eineGruppe
sindunddieZahl1 enthalten.EineDatenbankheißt � -einbettbar, falls ihr aktiverDomain
ordnungserhaltendin die naẗurlichenZahleneingebettetwerdenkann. Eine Datenbank
heißt � -repräsentierbar, falls jedeihrer Relationenaushöchstensabz̈ahlbarvielenmehr-
dimensionalen

”
Rechtecken“ besteht,die durch eine � -einbettbareMengerepr̈asentiert

werdenkönnen.Mittels einesLifting TheoremskönnenKollaps-Resultatefür die Klasse
der � -einbettbarenDatenbanken sogarauf die (größere)Klasseder � -repr̈asentierbaren
Datenbankenübertragenwerden.
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